TD 3 - Electromagnétisme

Equations de Maxwell

Questions de cours

Pour apprendre le cours : vérifiez que vous savez répondre a chaque question.
1. Donner I'expression du rotationnel et de la divergence en coordonnées cartésiennes.
Que peut-on dire du rotationnel d'un gradient ?
Que peut-on dire de la divergence d’un rotationnel ?
Enoncer le théoréme de Stokes.
Enoncer le théoréme de Green-Ostrogradski.
Enoncer les équations de Maxwell (avec leurs noms respectifs).
Démontrer la forme globale de chacune des équations de Maxwell.

Définir TARQS magnétique. Que peut-on appliquer dans cette approximation ?
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Enoncer 'équation de conservation de la charge. La démontrer en 1D cartésienne par un
bilan et en 3D via ’équation de Maxwell Ampere.

10. Que deviennent les équations de Maxwell en régime stationnaire ?
11. Définir le laplacien scalaire d’'un champ scalaire.

12. Enoncer et démontrer I'équation de Poisson. Que devient-elle dans le vide ?
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||-R-|| Exercices de cours - Savoirs-Faire

SF 1 - Manipuler les opérateurs d’analyse vectorielle

On se place en régime stationnaire. Une sphere de centre O et de rayon R contient une densité
volumique de charges uniforme py. Dans le chapitre EM1, on a établi I'expression du champ
électrostatique en tout point de 'espace grace a I'application du théoreme de Gauss. En utili-
sant I’équation locale a laquelle satisfait le champ électrique, retrouver I’expression du champ
électrostatique en tout point de I'espace.

1 0(r%A, 1 Apsin 6 1 0A
On donne en coordonnées sphériques diV(Z) =3 8(7;% ) + i A gasem ) + g 8&;
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SF 1 bis

. ~ ’ . /7 x
On considere le champ électrique donné par ﬁ = Ey=u, pour —a < x < a, ﬁ = Eou_; pour
a

x>aetE:—EolTx>pourx<—a.

Déterminer la densité volumique de charge p a l'origine de ce champ électrique.
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‘' Exercice phare
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Exercice 1 - Diode a vide

On considere une diode a vide constituée de deux plans métalliques x = 0 et x = a de surface
d’aire S. Le plan métallique x = 0 émet des électrons par effet thermoélectrique. La vitesse
d’émission de ces électrons sera considérée comme négligeable en z = 0%. On installe entre
les deux conducteurs une différence de potentiel U = V' (a) — V(0) > 0 : ainsi se crée dans le
vide situé entre les deux conducteurs un courant d’électrons. Dans tout 1’exercice, on néglige
les « effets de bord ». On considerera en outre que le régime stationnaire est établi : on notera
— Y s .9y .

alors j (M) = j(z)u, le vecteur densité de courant, V(x) le potentiel électrique (on prendra
(V(0) = 0), p(z) la densité volumique de charge et o (M) = u(x)u, la vitesse des électrons.
On notera [ l'intensité traversant la diode en convention récepteur.

1. Que peut-on dire de la dépendance en x de j(x)? Préciser la relation entre I et j.
2. Préciser les relations existant entre j, p et u, puis entre u et V' et enfin entre p et V.

3. Déduire des relations précédentes une équation différentielle du second ordre en V(x)
faisant intervenir I et des constantes.

4. Montrer que V() = Az™ est une solution acceptable. Préciser alors n.

5. Déterminer enfin 'expression de la caractéristique de la diode I = f(U).

\J
/ Exercices en plus

Exercice 2 - Pince ampeéeremétrique
FExercice trés classique

Un solénoide torique de rayon moyen b est constitué de
spires carrés de coté a. Il comprend N spires. Sa résistance : A

estr. T B Y 2R -
,’/’\J_\_- -[/ e

1. Avec une étude des symétries et I'aide du théoreme " :

d’Ampére, déterminer le champ magnétique créé [~ | 1T 1 e
par le tore dans tout l’espace lorsque celui-ci est ,,\f—‘—‘*‘\ ----------- A":::\ a
parcouru par un courant I. 4 J— | . . k

2. En déduire le flux du champ magnétique du tore a \\\ e | ’ ﬁ
travers une spire du tore, puis a travers toutes les i O g
spires du tore. < b 5
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3. On place sur l'axe (Oz) du tore un fil droit parcouru par un courant 7. Quel est le flux
du champ magnétique créé par le fil a travers toutes les spires du tore? Commenter le
résultat.

On suppose que l'intensité du courant du fil varie et vaut i(t) = Iy cos(wt) avec [y = 1 A et une
fréquence de 50 Hz. Le tore, lui, n’est relié a aucun générateur.

4. Donner la définition de I'inductance mutuelle M entre deux circuits et de 'inductance
propre L d’un circuit. Montrer que I'inductance propre de la bobine torique et I'inductance
mutuelle entre le fil et la bobine torique s’écrivent :

N2 b+ ¢
L:'MO aln( +2>

27 —%
N b+ ¢
M= Hot * 3
2w b—%

Commenter ces expressions, en particulier la valeur du rapport ﬁ

5. Calculer I'intensité complexe 7;,4(t) du courant dans la bobine en régime sinusoidal forcé
(régime imposé par le fil central, toujours parcouru par i(t)).

6. Que devient le rapport lorsque Lw > r.

Lind
a

7. Pourquoi peut-on qualifier le dispositif de transformateur de courant ? Pourquoi est-ce un
appareil tres utilisé pour la mesure des forts courants ?

Exercice 3 - Floculation d’une suspension colloidale

Oral PT

On s’intéresse aux mécanismes de traitement des eaux usées, et plus particulierement a la
floculation des particules colloidales en solution aqueuse.

,_[ Phénomeéne de floculation ]

Les particules colloidales sont caractérisées par deux points essentiels : d’une part, leur
rayon est tres faible (de 10 nm & 1 pum); et d’autre part, elles ont la particularité d’étre
chargées négativement, ce qui engendre des forces de répulsions inter-colloidales. Ces deux
points conferent aux colloides une vitesse de sédimentation extrémement faible.

La floculation est le processus physico-chimique au cours duquel des particules colloidales
en suspension dans un liquide s’agglomerent pour former des particules plus grosses,
généralement tres poreuses, nommées flocs. Les flocs sédimentent généralement beaucoup
plus rapidement que les particules primaires dont ils sont formés, ce qui est utilisé dans
le traitement des eaux usées.

On souhaite étudier 'effet de 'ajout de sels ioniques a la suspension. On raisonne sur une
particule colloidale sphérique, de centre O, de rayon R et de charge ) < 0. Les densités
volumiques des ions sont N, (1) = Noe=*¢V(")/kaT pour les cations (charge +ze, z = 2 ou 3 en
pratique) et N~ (r) = Noet#eV(")/ksT pour les anions (charge —ze), avec Ny une constante, V
le potentiel électrostatique, kp la constante de Boltzmann et 7' la température. On suppose
|zeV (r)| < kgT.
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Données :

1 d?
> laplacien d’une fonction V'(r) en coordonnées sphériques AV = ——(rV)

r dr?
— av
> gradient d’une fonction V (r) en coordonnées sphériques grad(V (r)) = —u,

1. Pourquoi peut-on considérer les ions comme ponctuels ?

2. Déterminer la densité volumique de charge p(r) autour du colloide étudié.
3. Déterminer une expression du potentiel électrostatique V.

4. Montrer que le champ électrique est de la forme

K
E(r) = ) <1 + g) e~"/0

Déterminer K en appliquant le théoreme de Gauss a une surface bien choisie.

5. Décrire l'effet des ions sur le champ électrique entre deux particules colloidales. Conclure.

Exercice 4 - Spheére radioactive

Exercice délicat : n’hésitez pas a admettre le résultat de la ()1

Une sphere radioactive, de centre O et de rayon R, suffisamment faible pour qu’on puisse
considérer la sphere ponctuelle, possede a t = 0 une charge Qg < 0 et elle émet des électrons
de maniere isotrope : le nombre d’électrons émis par unité de temps est a et les électrons sont
émis avec une vitesse vou,. Pour simplifier, on néglige les forces électromagnétiques subies par
les électrons apres leur émission : leur vitesse reste donc constante.

On note Q(r,t) la charge contenue a l'instant ¢ dans une sphere de rayon r.

1. Montrer que I'expression de Q(r,t) est

Qo sir > vt
_ r

Q(ra t) QO +eat —ea— sir < vt
Vo

2. Calculer le vecteur densité de courant volumique ?(7’, t) et la densité volumique de charge
p(r,t).

3. Calculer le champ électrique et le champ magnétique a la distance r du centre de la sphere
radioactive.

4. Vérifier que les champs calculés vérifient les équations de Maxwell sur cet exemple.

Exercice 5 - Calcul du champ magnétique créé par une spire circulaire a proximité de son
axe

On considere une spire circulaire de rayon R, de centre O, d’axe Oz, parcourue par le courant I.

1. (a) Montrer que le champ magnétique en un point M de son axe peut s’écrire sous la
forme :

B(M) = By(2),

(b) Discuter de la parité de By(z).
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2. Le but de cette question est d’exprimer le champ magnétique en un point M’, a la cote
z mais a une distance r de 'axe (r est faible par rapport a R mais r # 0).
(a) Montrer que : g(M’) = B,(r, 2)u, + B,(r, 2)u,.
(b) En utilisant la forme locale de I’équation de Maxwell-flux, montrer que le champ
magnétostatique en M’ peut s’écrire pour r < R :

_ rdBy(z)
2 dz

B.(r,z) =

(¢) Retrouver ce résultat grace a la formulation intégrale de 1’équation de Maxwell-flux.
On considérera, pour évaluer le flux du champ magnétique, une surface S fermée,
formée de la surface latérale X, du cylindre d’axe Oz, de rayon r et de hauteur dz,
fermée a ses extrémités par deux disques D; en z et Dy en 2z + dz.

(J
4’9 Exercice pour aller plus loin sxx

Exercice 6 - Probleme de Laplace en géométrie cylindrique

Assez calculatoire

On considere un cylindre conducteur d’axe Oz et de rayon R maintenu au potentiel nul et
plongé dans un champ électrique extérieur uniforme E = Eouy. 1l se produit un phénomeéne
d’« influence », qui ameéne un déplacement des charges dans le conducteur et la production
d’une électrisation superficielle. Le champ créé par le cylindre s’ajoute au champ extérieur. On
recherche ici, a 1’équilibre, I’expression du potentiel et du champ électrique total, ainsi que la
distribution des charges sur le cylindre.

On donne
9 (Tav)
1 or 1°V PV — o _y 10V_, oV_,
AV = ; 3 + 7“72 802 + 822 et gmd(V) = 71117« + ;@U& + guz

1. Examiner les symétries et invariances (le cylindre est infini selon Oz).

2. Quelle est ’équation locale satisfaite par le potentiel V' en tout point a l'extérieur du
cylindre ? On se propose de chercher si une solution de la forme V' = f(r)g(f) (produit de
deux fonctions d’une variable) convient. Montrer qu’il existe alors une constante K telle

/ " !
queK:r——i-er—:—g—

f f g

3. Chercher g sous la forme g = cosf et en déduire K. Chercher alors une solution pour f
sous la forme f = r™. En déduire une relation entre K et n, donc les valeurs de n. Montrer

B
que l'expression V(r,0) = <Ar + ) cos(f) convient.
r
4. On s’intéresse a la solution dans 'espace extérieur au cylindre. A I'aide des conditions
aux limites, déterminer A et B en fonction de Ej et R.

5. Exprimer le champ électrique total a I'extérieur du cylindre. Esquisser la carte de ligne
de champ dans le plan xOy.

6. Déterminer ’expression de la densité surfacique de charge o.
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Exercice 7 - Effet Meissner dans un plaque supraconductrice

Dans un matériau supraconducteur, il existe une densité volumique de courant j liée au champ

» .= 1 L . .
magnétique § par la relation rot j = — )\2§ (appelée équation de London) ou A est une
Ho
constante positive, caractéristique du matériau.

1. Déterminer I’équation au dérivées partielles satisfaites en tout point intérieur au matériau
par le champ magnétique 5.
2. On considere une plaque supraconductrice d’épaisseur 2d, dont les faces sont de dimen-

sions tres grandes devant d pour pouvoir négliger les effets de bord. On choisit 'origine
d’un repere orthonormé direct (Oxyz) au milieu de la plaque, 'axe Oz étant perpendi-

culaire a ses faces qui ont pour équation z = —d et z = +d. Cette plaque est plongée
CE;nS un champ magnétique qui, en 'absence de plaque, est statique et uniforme, égal a
By = Boe,.

(a) Déterminer le charr_lg) magnétique § a l'intérieur de la plaque en supposant que
B(d) = B(~d) = B,.

_>
(b) En déduire le vecteur densité de courant j a l'intérieur de la plaque

3. Un modele microscopique donne A = ou m est la masse de 1’électron, e la charge

2
1 : - . Holtse
élémentaire et ng la densité volumique d’électrons supraconducteurs.

On donne : m = 9.11073! kg et e = 1.6.1071? C.

(a) Calculer A pour ng =1.0.107% m.

(b) Tracer les graphes des composantes non nulles de B et 7 en fonction de z.

(c) Calculer I’épaisseur minimale 2d,, de la plaque pour que le champ en son milieu soit
inférieur a By/100.

(d) Pour d > A, a quelle distance de la surface de la plaque la densité de courant est-elle
réduite a un centieme de sa valeur a la surface ?



